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Über einige Entwicklungen auf dem Gebiete 
der unvollständigen Eu/ersehen Integrale zweiter Art. 
Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz). 
1. E s werde du rch die P o t e n z e n t w i c k l u n g 
M = W + C i ( v ) z + C '2 ( v ) z 2 + C ; ( ü > 3 + -
eine unend l iche Re ihe von ganzen ra t iona len F u n k t i o n e n C„(v) def iniert . 
W i r w o l l e n zunächst ze igen, daß Cn(v) be i wachsendem n end l i ch b le ib t , 
w e n n v pos i t i v und k l e i n e r als — ^ ist. D ies e rg ib t s ich m i t H i l f e der D a r -
s te l l ung 
r9^ r = _ L _ r n e'nivd<f 
" 2nr" J 1 — « l o g ( l - ^ r e ' v ) ' 
— n 
i n w e l c h e r r eine posi t ive, ree l le , h in re ichend k l e i ne Größe bedeutet. D i e 
F u n k t i o n der k o m p l e x e n V a r i a b l e n z = r e i < p 
(3 . ) 1 — «log(l + z) 
k a n n inne rha lb des E inhe i tsk re ises r < 1 ke ine anderen s ingu lä ren S te l l en 
besitzen, a ls die außerwesent l ichen, we lche du rch Nu l l se tzen des Nenners 
def in ier t sind. F ü r so lche ist 
1 1 
l o g ( l - M ) = - , 1 , 
und sie sind n ich t vorhanden, wenn der absolute B e t r a g der letzten Größe 
die E i n h e i t über t r i f f t . A l s d a n n b le ib t d ie Größe (3.) auch fü r r = 1 end l i ch , 
2 9 * 
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für jeden Wert von (p. Letzterer Umstand tritt eben bei der Bedingung 
v <~lög2 e"1 ' m a n dieselbe als erfüllt an, so ist in (2.) der Grenz-
übergang zu r = 1 gestattet, und man erhält 
(2«.) 
_ i p- e~nl<Pdq> 
J 1 —vlog^2cos0 — ^ivrp 
Nach bekannten Sätzen über Koeffizienten der Fourierachen Reihe folgt 
hieraus 
(22.) lim C„ = 0 , 
« : = X 
womit das behauptete Verhalten der Cn bewiesen ist. Für die Anwendungen 
ist es jedoch nützlich zu bemerken, daß für jeden Wert von n 
(230 -i>log2 
ist; dies folgt aus dem Umstände, daß die Funktion 
[ l - i , l o g ( 2 c o 8 f ) J + ^ V 
in den Grenzen — n und n nur ein Minimum besitzt, und zwar für <p = 0. 
Es sei nun x eine positive Veränderliche, und man setze in (1.) 
dadurch ergibt sich die Identität 
l+vx r=l) ' 
Ich bezeichne mit u und a komplexe Größen mit positiven reellen Teilen, 
multipliziere die beiden Seiten der vorstehenden Gleichung mit 
e~uxaf~ldx, 
und integriere zwischen den Grenzen Null und Unendlich. Indem ich 
beachte, daß sich unter Anwendung der üblichen Schreibweise 
Jf(u) =f(u +1)-/(«), J*+1f(u) = J«f(u+ 
aus der Gleichung 
J w 
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die Formel 
(4.) fKe~ux(e~x - l ) - ^ " 1 dx = F(a)Jru'a 
u 
ergibt, erhalte ich zunächst 
m M W * * -
u 
Das Integral links geht nach Substitution z = vx in das folgende 
1 /*® za~1dz ( u\ 
I va J e = u 
Uber, welches sich in bekannter Weise durch die Funktion 
(5.) Q(«, w ) = f ^ e - ' t f ^ d x , 
die von Euler, Legendre, Prym, Hermite u. a. untersucht wurde, darstellen 
läßt. Um dies in einfachster Weise zu zeigen, betrachten wir die Funk-
tion von vj 
J ' 
o 
man hat offenbar 
£ = - /* " 50"1 dz = -e-"co-a.l '(a)=1 '(a) , 
u 
und hieraus 
. / = / ' ( « ) Q ( l - a , tu), 
weil beide Größen fUr w = <x> verschwinden. Die eben bewiesene Gleichung 
u 
gestattet, unser obiges Resultat in die Form 
(7.) - ) = V %Cr(y)Jyu-a 
V ' r=0 
zu setzen. In dieser Relation wird unter v eine positive reelle Größe, die 
unter bleibt, verstanden, ferner werden die reellen Teile der komplexen 
Veränderlichen a und u positiv angenommen. 
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Für die Anwendungen kämen wohl die Fälle, wo die Veränderlichen 
reell Bind, zunächst in Betracht. Wir wollen uns daher bei der Fehler-
abschätzung auf positive reelle a und u beschränken, und nehmen sogar 
« > > 1 an. 
Es handelt sich um die Abschätzung des Restes 
(8 . ) Rn= 2 C^'u—, 
zu dem Behnfe benutzen wir die Formel (4.), d. h. 
j " U Y V ^ O - * - I ) " « — 1 dx, 
(I 
aus der sich nebenbei ergibt, daß die Größen 
positiv sind. Verstehen wir unter g eine positive Größe, welche durch 
keine der Größen 
IG I , IOh-,1, IC 
n+2 I , • • • 
Ubertroffen wird, was z. B. wegen ( 2 \ ) immer für 
1 
9 ~ l - u l o g 2 
der Fal l ist, so ergibt sich aus (8.) 
|ÄJ <g 2 ( - 1 ) V t t - a = -Jr^ 2 / " V " * ( l - O * dx. 
y—rt i [ a j v -ri ./ ü 
oder, wenn wir die Summation unter dem Integralzeichen ausführen, 
1 1 <7\ä) (1 - O " dx. 
u 
Dies läßt sich einfacher wie folgt schreiben 
(81.) \Rn\<g\J"(u-\)-°\, 
und zeigt, daß man bei Anwendung der Entwicklung (7.), ausgehend von 
der Reihe 
1 1 1 1 1 (9.) 
( u — ' «•' (« + !)» ' (u + 2)° ' (m + 3)° ' ' ' " 
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ihre sukzessiven Differenzenreihen zu bilden hat. Die zweiten Glieder der 
so gewonnenen Reihen werden zur Bildung der rechten Seite von (7.) 
gebraucht, während das erste Glied der ra-ten Differenzenreihe zur Ge-
nauigkeitsabschätzung vermöge der Ungleichung (81.) zu benutzen ist. 
Handelt es sich um die Bestimmung von Q ( l — a, co), so kann man 
für u das größte Ganze [co] von co wählen, und nachher v = - setzen. So 
£O 
wird immer 0 < v < 1 sein, sobald co > 1 ist, und man wird sich auf die 
Berechnung der Differenzenreihen von 
•) 1) 3Í1 4a) 5ÖJ ' " 
beschränken können, was insofern von Vorteil ist, als hier nur ein Argument 
vorkommt. 
Daß sich bei dieser Einrichtung der Rechnung wieder eine Kompli-
kation bei den Koeffizienten Cr einstellt, insofern sich die darin vorkommende 
Größe v mit co ändert, ist weniger lästig, da diese Funktionen der Rechnung 
in ziemlich bequemer Weise zugänglich sind. 
Es ist nämlich C'u = 1, und die übrigen C„ sind ganze rationale Funk-
tionen von v, welche sich wegen (1.) mit Hilfe der Rekursionsformel 
(10.) Cn=v ( C 7 _ . - 4 + 3 0 . - 3 - 4 - ) 
bestimmen lassen; speziell ist 
Ci=v, C2=v2-^V, = l^+llw'-jt», 
"* 4 6 5 
Von der beschränkenden Voraussetzung, daß der reelle Tei l von a positiv 
ist, läßt sich die Relation (7.) befreien. Ist nämlich a irgend eine komplexe 
Größe, so werden für hinreichend große v die Ausdrücke 
= f*e~u* (e~"~1)" ^ d x 
sämtlich existieren, und es läßt sich analog wie oben zeigen, daß die Reihe 
£ Cr Jr u~a v • 
v=n 
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in jedem endlichen Bereiche der a-Ebene gleichmäßig konvergiert Daratis 
erschließt man nach wohlbekannten Sätzen der Fanktionentheorie die Gültig-
keit der Gleichang (7.) in der ganzen a-Ebene. Ist speziell a eine negative 
ganze Zahl — m, so wird sich die rechte Seite von (7.) auf ein Polynom 
rednzieren, und zwar 
(7".) « i •Q (» I + 1, 3 = 1 - i c,(«0 S u r . 
Ferner ergibt sich aas der letzten Betrachtang, daß man in der Identität 
* V' y=0 
die Differentiation nach £ gliedweise ausführen darf; tun wir dies für 1 = 0, 
so folgt, da 
Q(l,-to) = Qj = o( l + f , o » ) = fe~'\ogxdx = e-a'\ogio+ 
üj Ü) 
die Entwicklang 
iji — /•» OD f j f 39 
\ogv + \og- + e° f e-'—=2oCy(v)^\ogw, 
u 
V 
das erste Glied (r = 0) der rechten Seite laatet logu, and hebt sich gegen 
den Ausdruck der linken Seite l o g v 4 - l o g - auf; es bleibt so eine Ent-
wicklung des Integrallogarithmus 
(10.) e r e - x ~ = l C t { v ) J * \ o g u , 
u 
V 
von deren Gebrauchsweise die obigen Bemerkungen — nur mit der Modi-
fikation, daß die Reihe (9.) durch 
l o g ( t t - l ) , logw, log(M + l ) , log(w + 2 ) , . . . 
ersetzt wird, — Aufschiaß geben. 
Ich setze ferner in (7.) a = l and beachte, daß 
j* I • 
u u(u + ! ) ( « + 2 ) . . . (« + ») ' 
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so kommt 
(11.) 
u - __ ax 
- e / e* — 
V J X u 
\ 1 -C,(1>) , l-2-C,(i>) l-2-3Q(t>) 
~ M + l ( w + 1)(M + i f + l ' « + l ) « 2) (M + 1)(W + 2)(« + 3 ) t • 
Nimmt man hier v = \ und setzt r\Cy(i)=av1 so ergibt sich die 
Formel 
( l l ' \ ) 
wea r" -Xdx I e T 
= 1 w + l T ( w + l ) ( ® + 2) (w + 1 ) (w + 2) (w + 3) ' 
Die Koeffizienten av werden durch die Entwicklung 
1—log( l+s ) ^ 1 - 2 M - 2 - 3 + 
bestimmt und haben die Werte 
« ! = 1, a 2 = l , a3 = 2 , 04 = 4 , 05 = 14, a 0 = 3 8 , a 7 = 2 1 6 , a8 = 600, a , ,=6240, . . . . 
Die Formel (11°.) wurde von Schloemilch aufgestellt, und zwar als spezieller 
Fal l einer Entwicklung von Q ( l — a, tu), auf die wir demnächst zurück-
kommen werden. 
Die Formeln (7.), (10.), (11.) lassen sich in symbolischer Form wie 




( 7 * 0 
(10*-) 
(11*.) 
l o g ( i - M ) u ' v"e'Q(a+1, \ ' 1)/ 1 — vlogl 
lOfftt" 
1—viog(l 4- d) « • 
(Ju = \) 
2. Die vorhergehenden Betrachtungen lassen • sich verallgemeinern, 
wenn wir die Entwicklungskoeffizienten 0 „ (c , t>) durch die Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. 128. Heft 3. 30 
2 1 8 Lerch, Entwicklungen auf dem Gebiete Eul er scher Integrale. 
(12 . ) ( i _ „ l o g \ 1 + 2 ) ) c = J 0 * , ( c , ^ 0 = 1 , 
e in fuhren. N i m m t man w ieder an, so werden die wieder 
i n festen Grenzen l iegen, w i e oben die C r , und die Subst i tu t ion z = e~x— 1 
e rg ib t 
M u l t i p l i z i e r t man au f beiden Sei ten m i t e~ttXaf~ldx und in tegr ie r t zw ischen 
den Grenzen N u l l und U n e n d l i c h , so k o m m t 
r w / 
(J 
oder w e n n w i r - anste l le von x setzen: 
V 
u 
W i r d h ie r a = 1 genommen, so geh t d ie l i n k e 'Seite i n 
f = ^ = euQ(l-c}w) 
»J I 
Uber. M a n b e k o m m t also die Bez iehung 
c o e y ^ I c , r o j - i u + 1 + ( m + 1 ) ( m + 2 ) 
(14. ) 
(« + l ) ( « + 2)(tt + 3) 
w e l c h e ebenso w ie (13 . ) f ü r k o m p l e x e Größen u m i t pos i t i vem ree l len T e i l e 
und f ü r B t a t t f i n ^ e t - be i der B e w e i s f ü h r u n g benutzte Be-
sch ränkung , daß der ree l le T e i l v o n a in (13 . ) pos i t i v sei, läßt s ich ähn l i ch 
w i e oben besei t igen. 
F ü r den F a l l u = l e rhä l t man aus (14 . ) die E n t w i c k l u n g von 
Schloernilch *) 
* ) Zeitschrift f. Math. u. Physik, 4. Jahrg., S. 390; Vorlesungen über einzelne 
Teile der höh. Analysis usw., Braunschweig, 1866, S. 266. 
(14".) 
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m e f l - Q ( l - c , m) = l 4 t t + , , - .w , 9S 
^ ' ' w + 1 (w + l j (w + z) 
A, 
0» + l ) ( t u + 2 ) ( w + 8) 1 ' 
wo w i r der Kü rze wegen 
= 1) 
gesetzt haben. Dabei möge bemerkt werden, daß der an der zweiterwähnten 
Stel le mitgetei l te Konvergenzbeweis SchloemilcliB ein Versehen enthält, das 
ihn vol ls tändig h in fä l l i g macht. 
D ie Konvergenz al ler dieser En tw ick inngen ist übrigens z ieml ich 
langsam, wenn nicht etwa 8 ist. Handel t es sich aber z. B. i n der 
Gle ichung (14.) oder (14°.) nicht um die Best immung der l i nken Seite, 
sondern um Q ( l — c, cu) al lein, so ist die zu bestimmende Größe das Produkt 
der sehr k le inen Größe w " e m i t der unendlichen Reihe rechts, für welche 
man nur eine geringe Anzah l von Stel len braucht, um für daß Produkt eine 
verhäl tnismäßig große Stel lenzahl zu erhalten. 
Das an der erwähnten Stelle angeführte Beispiel Schloemilchs 
J"e-*dt = 0,00001958 
ist dieser A r t , und zwar entspricht es dem Fa l l e w = 9, c = 
Was nun die, Dars te l lung der Ausdrücke <£>„ (c, v) angeht, so fo lg t 
zunächst aus der Identi tät (12.) 
Verg le ich t man dies mit der En tw ick lung , welche aus (1.) fo lgt , 
2 G „ ( y ) z n = 2 v v log" ( 1 + 5), 
n= 1 v~ 1 
so sieht man leicht, daß 
«i>n(c, v) erhalten w i rd , wenn in dem nach Potenzen von v geordneten 
Po lynom Cn (v) jedes vy 
durch ( c + " - 1 ) vr ersetzt wird. 
A u f diese A r t w i rd erhalten 
30* 
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c(c-t- l ) (c + 2) (c + 3) 4 c(c + 1 ) (c + 2) 3 u c ( c + l ) , 1 
— v 4 " T ü 24 v ~ 4 C V > 
. _ < c + l ) ( c + 2 ) ( C + 3 ) ( C + 4) . c ( c + l ) ( c + 2 ) ( c - f 3 ) , 7 < c + 1 ) ( c + 2) . 
s ~ 120 12 24 
Wird ferner 
(121.) 
gesetzt, BO ergibt sich aus ( 1 2 ° . ) 
(12'.) * n ( c , v ) = l y ; 2 X c + v ~ 1 ) v ' -
Beachtet man schließlich, daß 
i r "'p—* [i—»log (i+o] i-c-i A r 
[1 — V log (1 +«)]c J~(c) J ' ' 
0 
sobald nur der reelle Teil von c positiv ist und v oder z hinreichend klein 
sind, so genügt es zu bemerken, daß der unter dem Integralzeichen stehende 
Exponentialausdruck gleich 
ist, um hieraus nach (12.) die Darstellung 
(12 \ ) *n(c, v) = -±- / " O « - * * " 1 dx 
zu erhalten. 
Wird ferner 
(124.) n \ Q ) = s - -G7 n ) 2 - 1 + C2W z" -2 -Qn ) z71-'+••• + ( - 1 ) " " 1 C£.\ s . . . 
gesetzt, so ergibt Bich aus (123.) zunächst 
r ( c ) v r ( c ) v + L / 2 r(c) v 
oder 
(125.) 
n! «P„ (c, v) = c(c +1) ... (c+n -1) vn - Qn) c (c + 1 ) . . . ( c + n - 2) v""1 
+ c ( c + 1 ) ... ( c + n - 3 ) « " - ' - e i " ' c (c-1-1) ... (c +n-4) wB"3 + • • • 
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Sch l i eß l i ch e rg ib t s ich m i t H i l f e der E n t w i c k l u n g 
(iso r i ^ w - i * <«•">' 
fo lgende D a r s t e l l u n g : 
(16 . ) vf~l e°>Q ( 1 - c , cu) = Zv Vn(c, v)Jn l o g u, —jf) 
71=1 
w o w iede rum der ree l le T e i l von u pos i t i v sein muß. 
D i e ganzen F u n k t i o n e n v *Fn (c, v) entstehen aus den P o l y n o m e n 
C„(v)j w e n n man dar in die Koe f f i z ien ten der e inzelnen Potenzen vv m i t ent-
J mu l t i p l i z i e r t . 
D i e i m vorhergehenden ü b e r a l l festgehal tene Voraussetzung 
° < V < i i g 2 
k a n n du rch die a l l geme ine re 
1 
| < f - l | > l 
ersetzt werden, we l che s ich übr igens besonders dann als n ü t z l i c h erweis t , 
w e n n fü r to k o m p l e x e W e r t e gesetzt werden sol len. 
Z u m Sch luß bemerke i c h , daß E n t w i c k l u n g e n ähn l i cher A r t , aber 
fü r andere Funk t i onen , w i e die h ie r gegebenen, s ich i n e inem schönen A u f -
satz Hermites*) finden, dessen Ausgangspunk t die aus der In te rpo la t ions theor ie 
bekannte Re ihe 
V C * ) 
b i lde t . 
*) Annali di Matematica, 3. Reihe, V. Band, 1901 (Extrait de plusieurs lettres 
à M, Pincherle). 
